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1 Einfiihrung in Kodierung

1.1 Kodierung nach Shannon
Vorraussetzung:
e S1,...,.5, Symbole der Quelle
® wy,...,w, Wahrscheinlichkeiten der Symbole
Algorithmus:
1. Ordne Symbole absteigend nach ihren Wahrscheinlichkeiten wy > we > ... > w,
2. Bestimme die Lange [; des Codewortes fiir das Symbol w; mit —log, w; < ; < —logy w;+1
3. Ermittle Wahrscheinlichkeit W, = Zf;ll w; fur jedes Symbol Sy,
4. Stelle Wy, als 0.aqas...q;, bindr dar

5. aias...qy, is Codewort flir Sy

Beispiel (Blocklinge 1): Blocklange 2:
Sk A B C D
Wi T I T T

2 4 8 8 Se | AA AB AC AD BA
Wi 0 % % % lk 1 8 16 16 8
Wy, |00 010 0.110 0.111 k
Code | 0 10 110 111

1.2 Kodierung nach Fano
Algorithmus:

1. Ordne Symbole absteigend nach ihren Wahrscheinlichkeiten wy > we > ... > w,,

2. Teile Symbople in 2 moglichst gleichwahrscheinliche Gruppen
3. Ordne jeder Gruppe eines der beiden Codesymbole zu
4. Falls die Untergruppen noch nicht einelementig sind: gehe zu 2
Beispiel:
Sk A|B |C D
T 1 T T
W 2 |4 | ® 8
0 1
0 1
0 1
Code | 0 | 10 | 110 | 111




1.3 Kodierung nach Huffman
Algorithmus:
1. Ordne Symbole absteigend nach ihren Wahrscheinlichkeiten wy > we > ... > w,

2. Die beiden Symbole mit den kleinsten Wahrscheinlichkeiten werden durch eine binére
Variable unterschieden und gedanklich zu einem neuen Symbol zusammengefasst, dem
die Summe der Wahrscheinlichkeiten der beiden zusammengefassten Zeichen zugeordnet
wird.

3. Sind mehr als 2 Zeichen iibrig: gehe zu 2

Beispiel:
1) 0.22 1) 0.22 1) 0.22 1) 0.22 13) 0.26
2) 0.19 2) 0.19 2) 0.19 2) 0.19 1) 0.22
3) 0.15 3) 0.15 3) 0.15 12) 0.18 2) 0.19
4) 0.12 4) 0.12 11) 0.14 3) 0.15 12) 0.18 14)
5) 0.08 10) 0.10 4) 0.12 11) 0.14 13) 3)0.15
6) 0.07 5) 0.08 10) 0.10 12) 4)0.12
7) 0.07 6) 0.07 11) 5) 0.08
8) 0.06 10) 7)0.07
9) 0.04
14) 0.33 15) 0.41 16) 0.59 Ende
13) 0.26 14) 0.33 16) 15) 0.41
1) 0.22 15) 13) 0.26
2) 0.19




2 Lineare Blockkodes

Definition 2.1 Fin Blockkode der Linge n mit k Informationsbits heifit linearer (n,k) Kode,
wenn zwei beliebige Kodewdrter v,v" summiert (v ®v') Kodewort sind.

Definition 2.2 Besteht ein Kodewort aus unverdindertem Informationsteil (k-Bit) und (n-k)
Bit hinzugefiigtem Priifteil, spricht man von separierbaren (oder systematischen) Blockkodes.
2.1 Generatormatrix
Vorraussetzungen:

® u = ujUsg...ur Informationswort

e U = v1vs...v, Kodewort

e C(u) =C) < u=1u C Codierungsfunktion mit v = C(u)

Wihle beliebig go, ..., gx—1 linear unabhéngige Kodeworter aus. Jedes Kodewort ldsst sich als
Linearkombination v = uggg + u191 + ... + ux—_19x—1 darstellen oder:

go 90,0 T 90,n—1
9k—1 9k—-1,0 - ZGk—1n-1
Beispiel:

u = 1101

1 1.0 1 0 0 O v=1u- -G

01101 00

G=11 11001 0 =1l-90+1-91+0-92+1-g3
1 010 0 0 1 = 1101000 + 0110100 + 1010001

= 0001101

Die Generatormatrix separierbarer Blockkodes enthilt die Einheitsmatrix in der Form G =
(M| E) oder G=(E| M).

2.2 (Paritdts-) Priifmatrix

poo '*  Pom—k-1 L -+ 0
Esgilt G- HT =0.Ist G = : : :
Pk-1,0 *** DPk-1m—k—1 0 -+ 1
1 -0 D0,0 D1,0 Dk—1,0
dann ist H = : : : :
0 -+ 1 pon—k-1 Piln—k—1 "' Pk—ln—k—1

Kurz: G = (M | E) = H = (E|MT)

Beispiel:
R 100 1011
G = =H=|0 10 1 1 10
111 0010 0 T 0011 1
1 0 1 00 01



Dateniibertragung;:

. Kodierung
u Informationswort — v=u-G Kodewort
Kanal
= r=v+e Fehler

Proefung o . g7 Syndrom
Fehlererkennung,/ Fehlerkorrektur
e Wenn r Kodewort ist, so ist s = 0.
e Wenn s = 6, dann ist r Kodewort.

e Wenn der Fehler nicht erkannt wird, mu e Kodewort sein. Somit gibt es 2 — 1 Fehler,
k
die nicht erkannt werden konnen (Prozentsatz 2= ).

Definition 2.3 Das Hamminggewicht eines Kodewortes v = vgvy...0n_1 ist die Anzahl seiner
Einsen: w(v) = Z?gol v;. Die Hammingdistanz d(u,v) ist die Anzahl der Komponenten, in
denen sich u und v unterscheiden: d(u,v) = w(u G v).

Definition 2.4 Der minimale Hammingabstand eines Kodes ist die minimale Distanz zwischen
allen Paaren von Kodewdrtern: dyi, = min(d(u,v) | u,v € C,u # v).

Definition 2.5 Ist die Summe wvon [ Spalten von H = 6, so gibt es einen Kodevektor mit
dem Gewicht I. Der minimale Hammingabstand ist gleich dem minimalen Gewicht seiner Ko-
dewdrter.

Definition 2.6 Fin Blockkode mit der minimalen Distanz dpmin kann alle Fehler e mit w(e) <
dmin erkennen und alle Fehler e mit w(e) =t und 2t + 1 < din < 2t + 2 korrigieren.
2.3 Standard-Array
Algorithmus:
1. Die 2% Kodevektoren bilden die erste Zeile des Standardarrays.

2. Aus den verbliebenen 2" — 2% Vektoren wird ein Vektor e; mit minimalem Gewicht aus-
gewiihlt und die zweite Zeile gewonnen, indem e; zu jedem Kodewort (erste Zeile) addiert
wird.

3. Aus den verbliebene Vektoren wird ein Vektor es mit minimalem Gewicht gewéhlt und
zu allen Kodewortern addiert.

4. Continue 2"~* mal, bis alle 2" Vektoren aufgebraucht sind.

Beispiel:
1 00 11
G=10 10 10
0 0 1 0 1

Insgesamt ergeben sich 2° = 32 Vektoren = 8 Spalten x 4 Zeilen:

00000 | 10011 01010 00101 11001 10110 01111 11100
00001 | 10010 01011 00100 11000 10111 01110 11101
00010 | 10001 01000 00111 11011 10100 01101 11110
10000 | 00011 11010 10101 01001 00110 11111 01100




3 Zyklische Kodes

Definition 3.1 Fin linearer (n, k)-Blockkode heifit zyklischer Kode, wenn jede zyklische Ver-
schiebung eines Kodewortes wieder Kodewort ist, d.h. cocy...cn—1 € C — ¢cp_1€9€1...Cpna € C.

3.1 Polynom-Kodierung

Vorraussetzung:
® zgx71...x,—1 Mitteilungswort
® §0gi..-gn—k Koeflizienten

® VU1...,—1 Kodewort

go 91 - Gn—k 0 o - 0
, 0 9 ¢ -+ Gox 0O -+ 0
Generatormatrix: G = | . .
0 0 0 go g1 Gn—k
Kodierung als Polynom:
X(Z) = 202" L £ a1 2F 2 4 w20
G(Z) = goz"F + g12" " 4 L+ gpi2®
(Z) o= 1+U1Zn 2+ R 120
V(z) = G(2)  X(Z)

3.2 Separierbare zyklische Kodes
Ziel:
e Kodepolynom ohne Rest durch Generatorpolynom teilbar
e Informationsstellen sind von Kontrollstellen getrennt
Algorithmus:

1. Transformation des Nachrichtenpolynoms X (z) von Grad k—1 in das Polynom X (z)-z"*

vom Grad n-1.
2. Division von X (2) - 2"~% : G(2), Rest R(z) Polynom vom Grad n — k — 1.
3. Kodierung gem#fl V(2) = X (2) - 2" % + R(z).
Beispiel:
e G(2)=22+2+1, X(2) =2+ 1~ 1001
e k=4n—-k=3,n="7
e X(2) 2" h=(234+1) 23=20+23
e R(z) =(X(2)-2"%) mod G(z) = (26 +2%) mod (2> +2+1)=22+2
e V(2)=X(2) - 2" F+ R(z) = (25 + 23) + (22 +2) = 26 4+ 2% + 22 + 2 ~ 1001110



3.3 Priifmatrix
Algorithmus:
L V(2) =v02" P+ 012" 2+ .+ vp_0z + 051
2. V(2) mod G(2) = vpz" 1 mod G(2)+v12""? mod G(2)+...+v,_22 mod G(z)+v,_1
mod G(z) =
Beispiel:
e Gz)=2+2+1
o V(2) =028 +v12° + v22t + 0323 + v422 + v52 + vg
— 25 mod (23 +2+1)=22+1
(B+z+1)=22+2+1
(B+z4+1)=22+2
— 2% mod (23 +z+1)—z+1
— 22 mod (23 +2+1) =
— 2z mod (22 +2z+4+1)=
—1 mod (22 +2z+1)=1

— z° mod

— z* mod

e 0=v9(22+1)+v1(22+2+1) +v2(22 +2) + v3(z + 1) + v422 + v52 + vg

0 1 0 1 0 0
e |0] =g + v 1 +u 1) +ou3 1] +v4|0)+v5]1)]+v5]0
0 0 1 0 0 1
0 1 11 0 1 0 0
[ ] 0 = 0 1. 1.1 010 . (UO V1 V2 V3 Vg Uy UG)T
0 1 101 0 0 1

3.4 Kodierung /Dekodierung in Hardware
Polynom-Multiplikaion

0

Polynom-Division

K @ T @ &2

Out




3.5 Eigenschaften von Polynomen

Definition 3.2 Fin Polynom P(z) heifit reduzibel, wenn es sich als P(z) = Py(2)- Py(2), Grad
Py, P, > 1 darstellen lafit. Irreduzibel sonst.

Definition 3.3 Polynome Pi(z), P2(z) liegen in derselben Restklasse modulo M (z), wenn Py(z)
und Py(z) den gleichen Rest bei der Division durch M(z) ergeben. Es gibt2" verschiedene Rest-
klassen modulo M(z), wenn M (z) den Grad r hat.

Definition 3.4 Die Restklassen modulo M (z), M(z) irreduzibel, bilden einen endlichen Kérper
bzgl. der komponentenweisen Addition der Polynome und der Multiplikation modulo M (z). Die
Anzahl der Elemente ist 2". Der Korper heifst GF(27).

Definition 3.5 Die Periode eines Modularpolynoms M (Z) vom Grad r ist die kleinste Zahl
p > 0, fir die gilt 1 = 2P mod M (z).

Definition 3.6 Ein Polynom M(z) vom Grad r, das die mazimale Periode 2" — 1 hat, heifit
primitiv.

Definition 3.7 FEin Element a € GF(2") ist Wurzel des Polynoms P(z), wenn P(a) =0 gilt.
Ist a Wurzel , so ist auch a® Wurzel.

Definition 3.8 Das Minimalpolynom mg(z) des Elements a € GF(2") ist das Polynom klein-
sten Grades, das a als Wurzel hat, mq(a) = 0. Ist a € GF(2"), so ist der Grad von mg(z)
héchstens .

Beispiel:
e M(z)=2*+2+1,a=011 =z + 1 Modularpolynom, GF(2%)
o 0=2a’+bia' + bya?® + bga®
e 0 =001+ b;(011) + b2(101) + b3(100)

*0:b2+b3:>b2:1
-0=0
—0:1+bl+b2:>b3:1

e my(2) =1+22+23



4 Loschungs- und Einfiigungsfehler
4.1 Solide Codes

Vorraussetzungen:
e Alphabet X, endlich, | X |[>2,a,be X
e C' C XT Menge von Codewdrtern
e w € X+ empfangene Nachricht
Definition 4.1 FEine C-Zerlegung von w ist eine Folge ug, v1,uy, v, U, ..., Up, Uy, mit
® vi,...,v, €C, ug,...,up € X*
® W = Uy, V1, UL, V2, U,y +evy Up, Uy
e in den u; kommt kein x € C als Faktor vor (u; ¢ X*CX*)
Definition 4.2 C heifit solider Code, wenn jedes w € X genau eine C-Zerlequng hat.
Definition 4.3
e u,v € Xt dberlappen sich, wenn es x,y,z € Xt gibt, so daff u = zy und v = yz ist.
o C ist dberlappungsfrei, wenn keine u,v € C' sich tberlappen.
e C ist Infizcode. falls fir alle u,v € C aus zuy = v folgt v =y = € (und damit u =v).
Definition 4.4 C C X*, C # 0 ist genau dann ein solider Code, wenn C ein iiberlappungs-

freier Infizcode ist.

4.2 Informationsrate

Definition 4.5 Die Informationsrate v eines systematischen Blockkodes C' der Linge n ist

r= ﬁggz# = logili. Beim lineraen (n, k)-Code ist das 7.
Definition 4.6 Bei endlichen Codes L C X7 st die Informationsrate r(L) = lofle)L‘ =

[L]

% mit s(L) = >, cp [w| (Summe aller Wortlingen,).

Definition 4.7 Die minimale Informationsrate #(L) ist (L) = 10§g(27L|)L| mit §(L) = max(|w] |

w e L).
Definition 4.8
e 0<#(L)<r(L)
e 1 —r(l) ist die symbolweise Redundanz von L

o 1 —7(L) ist die symbolweise mazimale Redundanz von L
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